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1. Motivation
傳統的有限元素法 (FEM)在解決高維度偏微分方程時，
由於依幾何網格切割，會遭遇維度災難 (Curse of Di-
mensionality)並造成記憶體與運算需求呈指數增長。
相對地，傳統物理資訊神經網路 (PINN) 雖利用無網格
架構與深度學習逼近求解，然而其高度依賴 Soft Con-
straint 來優化偏微分方程殘差，導致預測結果缺乏嚴
格的數學保證與真實誤差上界。

2. Hypercircle Method
本研究引入泛函分析中的 Hypercircle Method，將神經
網路的強行硬約束在兩個正交的子空間中：
運動學容許空間 (K)：Primal 模型被強制要求嚴格滿足
幾何邊界條件與連續性。
靜力學容許空間 (S)：Dual模型被強制要求滿足物理平
衡與守恆律。
根據廣義畢氏定理，兩模型預測值之間的能量距離 (Hy-
potenuse Loss)，必然構成真實物理解與模型間真實誤
差的絕對上限：

||p− q||2E ≥ ||True Error||2E

3. 高維度 Poisson問題
1. 廣義 Poisson問題 (Problem Formulation)−∆u = f, in Ω

u = g, on ∂Ω

2. 容許空間定義 (Admissible Spaces)

K :=
{
p | p = ∇u, u

∣∣
∂Ω

= g
}

S := {q | −∇ · q = f}

3. Primal模型 (K空間構造)
令 Nu(x)為神經網路，特解 g(x)滿足邊界條件。

uθ(x) := D(x)Nu(x) + g(x), pθ := ∇uθ

D(x)
∣∣
∂Ω

≡ 0 =⇒ uθ
∣∣
∂Ω

= g =⇒ pθ ∈ K

4. D(x)的構造
將實體幾何 (CSG)之布林運算 (∩,∪, \)透過R-functions
映射為全空間可微且於邊界嚴格歸零之距離遮罩函數
D(x)。
5. Dual模型 (S 空間構造
引入反對稱神經網路矩陣 Ψ ∈ Rn×n，其中 Ψij = −Ψji。
q(x) := ∇ ·Ψ(x) + qpart(x), where −∇ · qpart = f

Proof of Exact Conservation:

∇ · (∇ ·Ψ) =

n∑
i=1

n∑
j=1

∂2

∂xi∂xj︸ ︷︷ ︸
Symmetric

Ψij︸︷︷︸
Anti-sym

≡ 0

−∇ · q = −(∇ · ∇ ·Ψ)−∇ · qpart = f =⇒ q ∈ S

4. 高維度 Elasticity (彈性力學)
1. 廣義彈性力學系統−∇ · σ = f, in Ω

u = g, on ∂Ω
where σ = C : ε(u)

2. 容許空間定義 (Admissible Spaces)

K :=
{
σ | ∃u, σ = C : ε(u), u

∣∣
∂Ω

= g
}

S :=
{
τ | −∇ · τ = f, τ = τ T

}
3. Primal模型 (K空間構造)

uθ(x) := D(x)Nu(x) + g(x) =⇒ uθ
∣∣
∂Ω

= g =⇒ σθ ∈ K

4. Dual模型 (S 空間構造
對稱矩陣 Ψ ∈ Rn×n，透過 Beltrami算子 B(·)構造平衡
應力場：

τθ(x) := B(Ψ) + τpart, s.t. −∇ · τpart = f

Proof of Exact Equilibrium:
Beltrami內部之三階混合偏導項依據 Schwarz定理相消

∇ · B(Ψ) ≡ 0 =⇒ −∇ · τθ = f =⇒ τθ ∈ S

5. 高維度 Stokes(蠕動流體力學)
1. 斯托克斯流問題 (Problem Formulation)
−∇ · σ = f, in Ω

∇ · v = 0, in Ω

v = 0, on ∂Ω (No-slip)

where σ = −pI+2µε̇(v)

2. 容許空間定義 (Admissible Spaces)

K :=
{
v | ∇ · v = 0, v

∣∣
∂Ω

= 0
}

S := {τ | −∇ · τ = f}
3. Primal模型 (K空間構造)

vθ(x) := ∇×
(
D(x)2Nψ(x)

)
Proof of Exact Kinematics:

∇ · vθ = ∇ · (∇× (. . . ))︸ ︷︷ ︸
Div of Curl

≡ 0

vθ = 2D(∇D)×Nψ︸ ︷︷ ︸
Eliminates Slip

+ D2(∇×Nψ)︸ ︷︷ ︸
Eliminates Penetration

D
∣∣
∂Ω

≡ 0 =⇒ vθ
∣∣
∂Ω

= 0 =⇒ vθ ∈ K

4. Dual模型 (S 空間構造)
繼承彈性力學構造，利用對稱矩陣 Ψ 與 Beltrami 算子
B(·)保證應力平衡

Future Work: Topological Limitations & Homology
本框架大量運用高階旋度與微分算子構造 Divergence-
free fields。然而，根據 Poincaré Lemma，此空間對
偶性僅在 Simply Connected Domains 嚴格成立。若
定義域具備孔洞，將產生拓樸缺陷。未來可能引入 Ho-
mology Groups，透過於神經網路中疊加拓樸特解，
以完善泛用幾何之數學保證。
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